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In Deel III en Deel IV van deze studie~) is de werking van dynamische modellen
met één vertraging geanalyseerd.
In Deel V wordt de werking van dynamische modellen met meerdere vertragingen
geanalyseerd.
Verwijzingen van de vorm (I . . ), (II . . ), (III . . ) en (IV . . )
hebben betrekking op respectievelijk Deel I[ 2] , Deel II [ 3] , Deel III [ 4]
en Deel IV ( 5] .
ic) Zie: [ ~] en [ 5] .
V.1. Het dynamisch model met meerdere vertragingen, zonder exogene variabelen.
We beschouwen een dynamisch model met meerdere vertragingen zoals in (III.1.7):
y- A y t C 1
y-1 } C 2 y-2
}... } Cr Y-r
De gereduceerde vorm van (V.1.1) is gelijk aan:
y- C I-A] -1C1 Y-1 }[ I-A]
-1C2 y-2 f... t C I-A] -1Cr
Y-r
(V.1.2)
De waarde van de endogene variabelen in periode nul en in de (r-1) voorafgaande
perioden wordt als gegeven beschouwd. We gaan nu onderzoeken wat de totale in-
vloed is van y~, y-1, y-2, ... op de endogene variabelen in de tóekomst.
iJit (V.1.1) voigt dat:
yt1 - A yf1 } C1 y0 } C2 y-1 }"'} Cr y-rf1
iJit (V.1.3) en (V.1.2) volgt dat:
(V.1.3)
y}1 - C I-A]
-1C1 yo t( I-A] -1C2 y-1 t... t[ I-A] -1Cr
Y-rf1
(V. 1.4)
De totale invloed van yC op y}1 is volgens (V.1.~) gelijk aan:




(V.1.5) is gelijk aan de totale invloed van yC op y}1 bij een model met één
vertraging, zoals in (III.4.5) en (III.6.~).
Uit (V.1.~) volgt dat:






- 0 voor k ~ r-1 (V.1.8)
De graaf inet horizon één van model (V.1.3) kan bij r- 2 aldus schematisch wor-
den weergegeven:
(V.1.9)
De directe-invloedmatrix van (V.1.9) is gelijk aan:
( y ~y ) - ~1 voor k ~ r-1 ( V . 1 .'( )
-k t 1






y-1 y0 yf 1
(V.1.10)
4
De totale-invloedmatrix is per definitie gelijk aan~).
T - r Dk
k-1




kleiner is dan één, kan (V.1.11) - analoog aan (III.5.11) tot en met (III.5.32) -
herschreven worden tot:
T - [ I-DJ
-1 - I - D [ I-D]
-1 -
























)' - ([ I-A]
-1Ck}1 ) ~
voor 0 ~ k ~ r-1
y-1 YO yf 1
0 0 ([ I-A]
-1C2)~
0 0 ([ I-A]
-1C1 )'





De elementen van (V.1.13) kunnen berekend worden met de formule van Mason
(IV.1.9) uit de graaf (V.1.9) met als endogene graaf:
(V.1.16)
De elementen van (V.1.14) en (V.1.15) kunnen ook berekend worden met de formule
van Mason (IV.1.9).
De endogene graaf (V.1.16) blijft ongewijzigd maar de graaf (V.1.9) moet uit-
gebreid worden tot en met y-rt1'
Voorbeeld:
Voor r - 3 wordt (V.1.9):
(V.1.17)
6
De waarde van aé multiplier van de endogene graaf (V.1.16) is gelijk aan~).
1
~ ,1 - I-A'
Uit (V.1.4) volgt dat:
(V.1.18}
1 1 1
y}2 -[ I-A] - C 1 yf 1}[ I-A] - C2 y0 t... t[ I-A] - Cr y-rt2 (
V. 1. 19 )
Substitutie van (V.1.1~) in (V.1.19) geeft:
y}2 -{[ I-A]
-1C2
f([ I-A] -1C1 )2}y0 t
f {[ I-A] -1C3 } [ I-A]
-1C1 [ I-A] -1C2}y-1 }
f {[ I-A] -1C~ ~ [ I-A]
-1C1 [ I-A) -1C3}y-2 }
. . . . . . . . . t {[ I-A]
-1Cr ~ [ I-A] -1C1 [ I-A] -1 C,~,-1
}y-rf2
t
f{[ I-A] -1C1 [ I-A] -1Cr}y r
t1
Uit (V.1.20) volgt dat:
T(y-k~y}2) - {[ I-A]




I-A] -1Ckf 1 }
(V.1.20)
voor 0 ~ k ~ r-2 (V.1.21)
T(y-k~y}2) - [ I-A]
-1C1 [ I-A] -1Cr -
- T(Y ~Y )i I-A] -1 r voor k- r-1 (V. 1.22)
0 f1
i~) Zie: (IV.2.18).
T(y ~y )- 0 voor k~ r-1 (V.1.23)
-k ~2
De graaf inet horizon twee van model (V.1.3) kan bij r- 2 aldus schematisch
worden weergegeven:
(V.1.24)
Via berekening van de totale-invloedmatrix van (V.1.24) en na generalisatie
voor r~ 2 vindt men dat:
~T(y-k~y}2) - T(y-k~y}2) k ~ 0 (v.1.25)
In figuur (V.1.24) geldt volgens (V.1.25) en (V.1.21) dat:
8
T(Y ~Y ) -
(Í T-A] -1C2 f I I-A]
-1C1 ~ I-A] -1C1 ), -
0 }2
- (~ I-A] -1C2 ~
T(Y ~Y )~
I-A] -1C1 ) ~
0 t1





Pad a gaat via y}1 en pad b gaat rechtstreeks naar y}2. Pad a overbrugt het
tijdvak van periode 0 naar periode 2 in twee stappen:
stap 1: van periode 0 naar periode 1
stap 2: van periode 1 naar periode 2 (V,1,27)
Pad b overbrugt het tijdvak van periode 0 naar periode 2 in één stap.
De totale invloed van y0 op y}2 via pad b is in (V.1.25a) gegeven in:
(I I-A]
-1C2) ~





De totale invloed van y0 op y}2 via pad a is gelijk aan het Produkt van de tota-
le invloed via de twee stappen~) en is in (V.1.25a) gegeven in:
(~ I-A)
-1C1 ~ I-A] -1C1 ) ~ (V.1.30)
Omdat de matrix in (V.1.30) getransponeer~3 moet worden heeft de eerste sub-
mat ri x :
x) Dit komt overeen met de v~r~;~enigvuïdigingsregel (I.5.3).
9
([I-A]-1~1)~ (V.1.31)
betrekking op de totale invloed via stap 2: van periode 1 naar periode 2.
(V.1.31) is volgens (V.1.11~) gelijk aan de totale invloed van y0 op y}1:
~
(T(YO~Y}1)






De som van de totale invloed via pad a- zoals gegeven in (V.1.33) - en de tota-
le invloed via pad b- zoals gegeven in (V.1.28) - is gelijk aan (V.1.25a).
De totale invloed van y-1 op y~2 gaat via één enkelvoudig pad, nl.:
(y-1'Yf1'y~2)' Dit pad overbrugt het tijdvak van periode - 1 naar periode 2 in
twee stappen:
stap 1: van periode -1 naar periode 1
stap 2: van periode 1 naar periode 2 (V.1.3~)
De totale invloed via stap 1 is gegeven in:
([ I-A] -1C2)' (v.1 .35)





De totale invloed van y-1 op y}2 is gelijk aan het produkt van (V.1.35) en (V.1.36):
T(y-1 ~y}2) - ([ I-AJ
-1C1 [ I-A] -1C2)' -
(T(YO~Y}1 )[
I-A]
-102) ~ (V.1 .37)
- 10 -
Dit komt volgens (V.1.25) overeen met (V.1.22).
De elementen van (V.1.25a)en (V.1.37) kunnen berekend worden met de formule
van Mason (IV.1.9) uit de graaf ( V.1.2~) met als endogene graaf:
(V.1.38)
De waarde van de multiplier van de endogene graaf (V.1.38) is gelijk aan~`).
h'2 - II-A'I2 - h'1
(V.1.39)
Volgens de formule van Mason en (V.1.39) geldt voor de elementen van (V.1.37)
dat:
a 2 a
T( Yi ~Y . )- k~ 1~k~M - h, 1 k~ 1~kmk
-1 ~t2
(i,j - 1,2,...,m) (V.1.40)
Analoog aan de afleiding van (IV.3.~~i geldt voor de elementen van (V.1.25a)
dat:
M2 a~ a ,
T(Yi ~Y. ) - h~l k~l~kmk } Mh~1k-a'fl~kmk0 ~f2
(i,j - 1,2,...,m) (V.1.41)
i:) Zie: (IV.2.20).
- 11 -
wanrbij de sommatie van 1 tot a' betrekking heeft op d.e paden van y. naar y. ,
10 ~f2
welke lopen via y}1 en waarbij de sommatie van (a'f1) tot a betrekking heeft op
de paden van y. naar y. , welke niet lopen via y}1 maar rechtstreeks naar y}2
10 ~f2
gaan en waarbij mk niet de circuits bevat die liggen in:
(V.1 .1~2)
De elementen van (V.1.21) en ( V.1.22) kunnen ook berekend worden met de formule
van Mason voor r~ 2. De endogene graaf (V.1.38) blijft ongewijzigd, maar de
graaf ( V.1.24) moet uitgebreid worden tot en met y-r}1.
Voorbeeld:




De opsplitsing in (V.1.1~1) is in (V.1.43) ook van toepassing op de totale in-
vloed van y-1 op y}2 maar niet op de totale invloed van y-2 op y}2.
Voor deze laatste invloed geldt (V.1.40).
Uit (V.1.20), (V.1.21) en (V.1.22) volgt dat:
yf3 - {T(YO~Y}2)} Yf1 }
f{[ I-A]




t {[ I-A] -1C4 f
T(Y ~Y )[
I-A] -103}.y-1 } .. . .
0 f1
. ... t {[ I-A]
-10r } T [ I-A] -1C } Y t
' (YO'Y}1) r-1 -rf3





Substitutie van (V.1.4) in (V.1.44) geeft:
(V.1.44)

















-1Cr-1 } T (YO~Y}2)[
I-A]
-lOr-2}y-r}3{
t{T [ I-A] -1C f T [ I-A] -1~ } y f






Uit (V.1.45) volgt dat:
(v.1.45)








voor 0 ~ k ~ r-3 (V.1.46)
- 13 -
T - { 7' [ I-A] - C
(Y-k~Y~,3) (YC~Y~,1 ) r } T(yC~Y}2)~
I-A] - rr-1}
1




voor k - r-2 (V.1.47)
voor k - r-1 (V.1.48)
voor k ~ r-1 (V.1.~9)




Via berekening van de totale-invloedmatrix van (V.1.50) en na generalisatie
voor r~ 2 vindt men dat:
Tr.. ., ~ - ~Tr.. .. ~ )' k ? 0 (V.1 .51 )
- 15 -
In figuur (V.1.50) geldt volgens (V.1.1~7) en (V.1.51)
dat:
1 2 f T(y ~y )~ I-A] -1C1 )' (V.1 .52)
T(YO~Y~,3) -(T(yO~Y}1 )~
I-A] - 0 0 t2
Volgens (V.1.14) en (V.1.21) is (V.1.52) gelijk aan:
T ) - (~ I-A]
-1C1 ( I-A]
-1C2 t {[ I-A]
-102 ~ ~ I-A] -1C1 [ I-A] -1C1}~ I-A]
-1c1) ~
(y0'yf3




c . ( YO ~Y}2 ~Y~3 )
(v.1.53)
(v.1.5~)
De paden a en b gaan via y}1; pad c gaat niet via y~,1.
Pad a overbrugt het tijdvak van periode 0 naar periode 3
in 3 stappen, pad b
doet dat in twee stappen. Stap 1 van pad a én pad b gaat
van periode 0 naar
periode 1. De totale invloed via die stap is gegeven in:
(I I-A]
-1~1 ),' (V.1 .55)
De totale invloed viá stap 2 en stap 3 van pad a
zijn gelijk aan (V.1.55).
De totale invloed van y0 op y}3 via pad a is gelijk
aan het produkt van de in-
vloed via de drie stappen:
(~ I-A] -1C1( ~-A]
-1c1~ I-A]
-1C1 ) ~ (V.1.56)




De totale invloed via pad b is gelijk aan het produkt van de invloed via stap 1
(V.1.55) en via stap 2 (V.1.57):
(~ I-A]
-1~2~ I-A] -101 ) ~ (v.1.58)
De totale invloed via pad a en b samen is gelijk aan de som van (V.1.56) en
(V.1.58)~).
(~ I-A]
-1~2~ I-A] -1C1 f I I-A]
-1~1~ I-A] -1C1~ I-A]
-1C1 ),
(V.1 .59)
Volgens (V.1.25a)is (V.1.59) gelijk aan:
({I I-A]





-101 ) ~ (V.1.60)
(V.1.60) is gelijk aan de tweede submatrix in (V.1,52).
Daarin wordt de som van de totale invloed van pad a en pad b beschouwd als de
totale invloed via één overbrugging van de periode 0 naar de periode 3, welke
overbrugging bestaat uit twee stappen:
stap 1: van periode 0 naar periode 1; met totale invloed:
(I I-A]
-1~1 ) ~





~) Dit komt overeen met de optellingsregel (I.5.4}.
- 17 -
De totale invloed via pad c wordt in (V.1.52) beschouwd als de totale invloed
via één overbrugging van de periode 0 naar de periode 3, welke overbrugging
bestaat uit twee stappen:
stap 1: van periode 0 naar periode 2; met totale invloed:
([ I-A]
-1C2)'





De totale invloed van y-1 op y}3 in figuur (V.1.50) is volgens (V.1.48) gelijk
aan
T(y-1~y}3) - (T(YO~Y}2)[I-A]-1C2)~ (v.1.65)
In (V.1.65) wordt het tijdvak van periode - 1 naar periode 3 eenmaal overbrugd
in twee stappen:
stap 1: van periode - 1 naar periode 1; met totale invloed:
([ I-A] -1C2) ~





De elementen van (V.1.52) en van (V.1.65) kunnen berekend worden met de formule
van Mason (V.1.9) uit de graaf (V.1.50) met als endogene graaf:
A'
(v.1.68)
De waarde van de multiplier van de endogene graaf (V.1.68) is gelijk aan~).
~'3 - I I-A' ~ 3 3~'1
Volgens de formule van Mason geldt voor de elementen van (V.1.52) dat:
a




De sommatie irl (V.1.70) kan opgesplitst worden in drie delen overeenkomstig de
~3rie paden in (V.1.50) zoals gegeven in (V.1.54).
De sommatie voor de berekening van de totale invloed van y. op y. kan in
i-1 J~,3





Ue elementen van (V.l.lt6), (V.1.47) en (V.1.48) kunnen ook berekend worden met
de formule van Mason voor .r ~ 2. De endogene graaf (V.1.6n) blijft ongewijzigd,




lítt voorafgaande kan grgeneraliseerd worden.
Ten behoeve va,n een beter inzicht wordt eerste de totale invloed gegeven van
y0 op y}K voor K- 1,2,...,r.
Voor 1 ~ K ~ r geldt:
T (Y ~Y ) - (T (Y ~Y












-1C1 ) , (V. 1 .72)
Voorbeeld:
In figuur (V.1.71) is r- 3. Daar geldt:





















De totale invlóed van y0 op y}K is in (V.1.72) gelijk aan de som van K matrices.
Elke matrix kan beschouwd worden als de waarde van een overbrugging van het tijd-
vak van periode 0 naar periode K. Er zijn K overbruggingen. Het tijdvak kan één
keer rechtstreeks overbrugd worden, omdat K ~ r. De totale invloed via die over-
brugging is gegeven in:
(I I-A]
-1CK),
Vervolgéns wordt het tijdvak (K-1) maal over~brugd in twee stappen.
(V.1.76)
Voorbeeld:
(V.1.73) bevat slechts één overbrugging, omdat K- 1. Het is een rechtstreekse
overbrugging en komt overeen met (V.1.76).
- 21 -




en één overbrugging in twee stappen:
1. van y0 naar y}1 met totale invloed:
([ I-A]
-1C1 ),










en twee overbruggingen in twee stappen:
a.1. van y0 naar y}2 met totale invloed:
(V.1.80)
([ I-A] -1C2)' (V.1 .81 )
2. van y}2 naar y}3 met totale invloed:
,
(T(YO~Y}1)
b.1, van y0 naar y}1 met totale invloed:
( [ I-A]




2, van y}1 naar y}3 met totale invloed:
~
(T(YC~Y}2) ,
(III.1.72) kan verder gegeneraliseerd worden.
Voor: 0 ~ k ~ r-1




T -k }K - (T
-k tK




-1CktK-1 }(Y ~Y ) (Y ~Y ) ktK
fT [ Í-A] -1C t. ..tT [ I-A] -1C fT [ I-A] -1C )'
(YC ~Y}2 ) ktK-2 (YC ~YtK-2 ) k}2 . (YC ~Y~K-1 ) kf 1
(v.1.85)
De K matrices van (V.1.85) kunnen op dezelfde wijze geïnterpreteerd worden als
de K matrices van (V.1.72): één rechtstreekse overbrugging en (K-1) overbrug-
gingen in twee stappen.
Wanneer ktK ~ r is er geen rechtstreekse overbrugging mogelijk zoals in (V.1.72)
en (V.1.85). Elke overbrugging gebeurt dan in twee stappen. Via generalisatie
van (V.1.22), (V.1.47) en (V.1.48) kan de totale invloed bepaald worden van y~
op y}K voor K~ r.
Voor K ~ r geldt:





I-A] -1C1 )' (V.1 .86)
-23-
(V.1.86) bevat K overbruggingen in twee stappen.
Voorbeeld:






I-A] -1C1 )' (V.1 .87)
In (V.1.52) tot en met (V.1.64) is uitgelegd dat (V.1.87) beschouwd kan worden
als de som van de totale invloed via twee overbruggingen, elk in twee stappen:
a.1, van y0 naar y}1 met totale invloed:
(I I-A]
-1C1 ),





De totale invloed via,overbrugging a is gelijk aan het produkt van (V.1.88) en
(V.1.89) zoals gegeven in de tweede matrix van (V.1.87).
b.1. van y0 naar y}2 met totale invloed:
(~ I-A] -1C2)' (V.1 .90)




De totale invloed via overbrugging b is gelijk aan het produkt van (V.1.90) en
(V.1.91) zoals gegeven in de eerste matrix van (V.1.87).
Omdat y-k voor k- 0,1,2,...,r-1 als gegeven beschouwd zijn, worden ze niet be-
invloed binnen het model. De eerste stap van de overbrugging van periode -k naar
fK moet daarom verder gaan dan y0. Door de beperkingen van k en K in (V.1.85) was
-24-
dit altijd het geval. Wanneer we ( V.1.86) verder generaliseren moeten we daar
wel rekening mee houden.










-k tK 0 fkfK-r 0 fkfK-rf 1





(y0'YtK-2) k}2 0 tK-1
(V.1.92)
De eerste stap van de overbrugging is het kleinst in
[ I-A] -1Ckf1
en komt in y}1 terecht.
Voorbeeld:









De totale invloed van y-k voor k~ r-1 is nul, omdat de eerste stap maximaal
r perioden overbrugt~). De eerste stap haalt dus niet de periode y}1.
Voor: 1 ~ K
kf 1 ~ r
~) Ck - 0 voor k~ r. Zie: (V.1.8).
-25-
geldt :
T(y-k~y}K) - 0 (v.1.95)
De elementen van (V.1.85) en (V.1.92) kunnen - zoals in het voorafgaande bij
K ~ 3- berekend worden met de formule van Mason (V.1.9).
Uit (V.1.85) en (V.1.92) blijkt, dat de invloed van y-k (0 ~ k ~ r-1) op de en-




(V.1.2) is een systeem van m differentie-vergelijkingen van de orde r. Dit sy-
steem kan omgezet worden in een systeem van mxr differentie-vergelijkingen van







. . [ I-A]
-1Cr-1 [ I-A]
-1Cr
. . 0 0
. . 0 0







Uit (V.1.5) volgt dat de mxm submatrix in de linkerbovenhoek van (V.1.97) gelijk
is aan:
i~) Zie Theil en Boot [ 6] en Chow [ 1] .
- 26
T(Y ~Y ) - [ I-A] -1C1
o t1
De tweede macht van [[I-A]-1C ] is gelijk aan:r mxr
{[ [ I-A]
-1C ] }2 -
r mxr
(v.1.99)
[Jit (V.1.21) volgt dat de mxm submatrix in de linkerbovenhoek van (V.1.99) ge-
lijk is aan
T(YO~Y}2) (V.1.100)
Zo doorgaande vindt men dat de mxm submatrix in de linkerbovenhoek van de macht
K van (V.1.97) gelijk is aan:
T(YO~Y}K)
(V.1.101)
Hieruit volgt dat (V.1.94) geldt, indien:
{[ [ I-A] -1Cr] mxr}K ~ 0 voor K-~ ~ (v.1.1o2)
(V.1.102) geldt, indien de absolute waarde van elke eigenwaarde van (V.1.97)
kleiner is dan één.
(v.1.98)
{[ I-A]








V.2. Het dynamisch model met meerdere vertragingen, met exogene variabelen.
We beschouwen een dynamisch model met meerdere vertragingen zoals in (III.1.10);
y- A y f C1 y-1 f... f Cr y-r t EO z t E1 z-1 t... f Es z-s
De gereduceerde vorm van (V.2.1) is gelijk aan:
(V.2.1)
y - I I-A] -1~.1 y-1 }




z f [ I-A] -1E1
z-1}
. ..




De waarde van de endogene variabelen in periode nul en in de (r-1) voorafgaande
perioden wordt als gegeven beschouwd, evenals de waarde van de exogene variabe-
len in alle perioden. We gaan nu onderzoeken wat de totale invloed is van y0,
y-~, y-2, ... en van de exogene variabelen op de endogene variabelen in de toe-
komst.
I1it (V.2.1) volgt dat:
yf1 - A yf1 } C1 y0
f C2 y-1 f... f Cr y-r}1 f
f E z t E z f E z t... f E z (V.2.3)0 f1 1 0 2 - 1 s -st1
Uit (V.2.3) en (V.2.2.) volgt dat:
y}1 -~ I-A] -1C1 y0 f~ I-A] -1C2 Y-1 }.
. f E I-A]
-1 Cr y-rf
1}
f [ I-A] -1E0 zt1 } ~ I-A] -1E1
z0 f [ I-A] -1E2
z-1 }




De totale invloed van y-k op y}K is in model (V.2.3) hetzelfde als i.n model
(V.1.3) en is gegeven in (V.1.8~), (V.1.90) en (V.1.93). We zullen onze aan-
dacht in deze paragraaf daarom richten op de berekening van de totale invloed
van de exogene variabelen.
Uit (V.2.4) volgt dat:
T( z ~Y )
- [ I-A] -1E-1t1 voor 1 - 1 ,0,-1 , . . . ,-sf2,-sf1
fl f1
(V.2.5)
T(z ~Y )- 0 voor 1 ~-sf1 (V.2.6)
fl f1
(V.2.6) geldt, omdat:
E-1}1 - 0 voor 1 ~-st1 (V.2.7)
In (V.1.84), (V.1.90) en (V.1.93) is de totale invloed gegeven van y
-k ~
Daarbij is -k altijd kleiner of gelijk aan nul. In deze paragraaf wordt de totale
invloed berekend van z}l.
Daarbij kan fl zowel positief als negatief zijn.
De graaf inet horizon één van model (V.2.3) kar{bij r- 2 en s- 2 aldus schema-
tisch worden weergegeven:
(V.2.8)
Via berekening van de totale-invloedmatrix van (V.2.8) en na generalisatie voor
r~ 2 en s~ 2 vindt men dat:
T(Z}1~y}1) ~ (T(Z~l~y}1))' - (II-A]-lE-ltl)~
voor -st1 ~ 1 ~ 1 (V.2.9)
De elementen van (V.2.9) voor s- 2 kunnen berekend worden met de formule van




De elementen van (V.?.y) voor s~ 2 kunnen ook berekend worden met dc fc~rm~~l.e
van Mason. De endogene graaf (V.2.10) blijft ongewijzigd maar de graaf ( V.;'.~)
moet uitgebreid worden tot en met z-s}1.
Uit (V.2.4) volgt dat:
y}2 - [ I-A] -1Clyf1 } [ I-A)
-1C2y0 f . . . } [ I-A] -1Cry-rf2
}
f [ I-A] -1EOzf2 } [ I-A]
-1Elzt1
} [ I-A] -1E2z0
t . .. f [ I-A] -lEsz-sf2
(V.2.11)




-1C1 )2} y0 f
t{[ I-A] -1C3 f[ I-A]
-1C1[ I-A] -1C2} y-1 }
f{[ I-A] -1C~ t[ I-A]
-1C1[ I-A]
-1C3} y-2 ~.








t{[ I-A] -lE1 f[ I-A] -1C1[ I-A]
-1E0} z}1 }
f{[ I-A] -1E2 t[ I-A] -1C1[ I-A]
-1E1 } z0 t
f{[ I-A] -lE3 f[ I-A]
-1C1[ I-A] -1E2}
z-1 f.
f{[ I-A] -lEs t[ I-A]
-1C'1[ I-A]
-1Es-1 } z-st 2}




Uit (V..'.12) en (V.1.81~) volgt dat:
T ( z ~Y ) - ~
I-A] -1E0
tl t2
voor 1 - 2 (V.2.13)
T ( z ~Y )
















voor 1 - -st1 (V.2.15)
T(z}1~Y}2 - 0
voor 1 - 1,0,-1,...,-sf3,-sf2
voor 1 ~ 2 en
1 ~ -sf1 (V.2.16)




Via berekening van de totale-invloedmatrix van(V.2.17) en na generalisatie van
r~ 2 en s~ 2 vindt men dat:
T(Z}l~y}2) - (T(Z}l~y}2))' (V.2.18)
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De elementen van (V.2.18) voor s- 2 kunnen berekend worden met de formule van
Mason (IV.1.9) uit de graaf (V.2.17) met als endogene graaf (V.1.33).
De elementen van (V.2.18) voor s~ 2 kunnen ook berekend worden met de formule
van Mason. De endogene graaf blijft ongewijzigd maar de graaf (V.2.17) moet
uitgebreid worden tot en met z-sf1.
De matrices in (V.2.13) tot en met (V.2.16) kunnen op dezelfde w~jze geinterpre-
teerd worden als de matrices in (V.1.72). (V.2.13) bevat een rechtstreekse over-
brugging.
Voorbeeld:
In figuur (V.2.17) geldt:
T(Z}2~y}2) - (T(z}2'y}2))' - (II-A]-lEO)~ (V.2.19)
(V.2.11~) bevat een rechtstreekse overbrugging en een overbrugging in twee stap-
pen.
Voorbeeld:
In figuur (V.2.17) geldt (V.2.14) voor T(z ~y ) en T(z ~y ).
0 f2 f1 t2








De overbrugging in twee stappen~namelijk via y~l~is gegeven in respectievelijk
(T(Y ~Y )~








voor 1 - 3
(V.2.15) bevat een overbrugging in twee stappen, omdat het tijdvak van de perio-
de -st1 naar de periode 2 niet ín één stap overbrugd kan worden~).
Voorbeeld:
In figuur (V.2.17) geldt (V.2.15) voor T
De overbrugging gaat via y}1. (z-1'yf2)
Via verhoging van de tijdsindex met één in (V.2.4) is (V.2.11) verkregen. Daarmee
is in (V.2.12) de totale invloed bepaald van z}1 op y}2. Via verhoging van de
tijdsindex met één in (V.2.12) en via substitutie van (V.2.4) in de verkregen
vergelijking voor y}3 kan op analoge wijze de totale invloed van z}1 op y}3
bepaald worden: Daarvoor geldt:
T( z ~Y ) - [
I-A] -1EO
fl t3







voor 1 - 2 (V.2.25)
T( z}l ~y}3 ) - {[ I-AJ -1E-1t3 } T (YO ~Y,~1 )[
I-A]
-1E-1t2 }
} T(Y ,Y }[
I-A]
-lE-lf1 }0 f2
voor 1 - 1,0,-1,...,-sf4,-st3
(V.2.26)
T -{T [ I-A] -1E f T [ I-A] -lE
(zfl'Y}3) (YO~Y}1) s (YO~Y~2) s-1~
voor 1 - -st2 (V.2.27)
x) E-1 - 0 voor -1 ~ s. Zie: (V.2.7).
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T( z ~y ) - T(y ~y )[ I-A] -~Es voor 1 - -st1
tl t3 0 t2
- 0 voor 1~ 3 en 1 ~ -st1T(z}l~y}3)
(V.2.28)
(V.2.29)
De formules (V.2.2~) tot en met (V.2.29) kunnen toegelicht worden aan de hand




Via berekening van de totale-invloedmatrix van (V.2.30) en na generalisatie
vcor r~ 2 en s~ 2 vindt men dat:
~T(z}l~y}3) - (T(z}l~y}3)
De totale invloed van z}3 op y}3 in (V.2.30) en (V.2.31) is volgens (V.2.2~t}
gelijk aan:
Voor de totale invloed van z}2 op y}3 in ( V.2.30) geldt (V.2.25).
Die invloed gaat via twee overbruggingen:
a. in twee stappen:
1. van z}2 naar y}2 met totale invloed:
(~ I-A]-1E0)~







2. van y}2 naar y}3 met totale invloed:
(y0'yt1)
(v.2.34)
b. in een stap, met totale invloed:
( I I-A] - ~ E (V.2.35)
Voor de totale invloed van z}1 op y}3 in (V.2.30.) geldt volgens (V.2.26) en
(v.2.3~):









De invloed van z}~ op y}3 in (V.2.36) gaat via drie overbruggingen:
a. in twee stappen:
stap 1: van z}~ naar y}~ met totale invloed:
([I-A]-1E0)~
stap 2: van y}~ naar y}3 met totale invloed:
~
(T(yO~Y}2)
b. in twee stappen:
stap 1: van z}~ naar y}2 met totale invloed:
([ I-A]
-1E1 ) ~
stap 2: van y}2 naar y}3 met totale invloed:
~
(T(YO~Y}1)








Voor de totale invloed van z0 op y}3 in (V.2.30) geldt (V.2.27). De twee over-
bruggingen gaan beide in twee stappen. Er is geen rechtstreekse overbrugging
meer mogelijk, omdat
E-1 - 0 voor -1 ~ s (V.2.42)
Ook de totale invloed van z-~ op y}3 in (V.2.30) gaat volgens ~V.2.28) via een
overbrugging in twee stappen.
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Het voorafgaande kan gegeneraliseerd worden voor de bepaling van
T(z}l~y}K) (v.2.43)
Indien (K-1) ~ s, kan de periode in een stap overbrugd worden en is de totale
invloed via die overbrugging gégeven in:
([ I-A] -1EK-1)' (V.2.44)
Indien 1 ~ 1 moet bij de overbrugging in twee stappen, de eerste stap de periode
van z-1 naar y}1 overbruggen, omdat y}K voor K ~ 1 gegeven is en in het model
niet beinvloed wordt. Hiermee rekening houdend geeft de generalisatie van
(V.2.5), (V.2.14) en (V.2.26):




T -([ I-A] -1E f T 1
( zfl'YtK )







. . . f T [ I-A] - lE } T 1 ,(YO~YtK-2) z-1 ( YO~YtK-1)[I-A]- E1-1)
(v.2.45)
Indien 1~ 1, gaat de kleinste stap van de overbrugging van z}1 naar y}l. De
totale invloed via die s'tap is gegeven in
([ I-A] -1E0)' (V.2.46)
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F{iermee rekening houdend kan (V.2.13), (V.2.24} en (V.2.25) gegeneralisc~erd
worden tot:




T -(I I-A] -1E } T [ I-A] -1E f
(Zfl'YfK) K-1 (YO,Y}1) K-1-1
1










0 fK-1-1 0 fK-1
(V.2.~7)
Indien ( K-1) ~ s, kan de periode niet meer in een stap overbrugt worden.
(V.2.45) gaat dan via generalisatie van (V.2.15), (V.2.27) en (V.2.28) over in:




T -( T ~ I-A]. -1 E f T ~ I-A] - l E f...
(Zfl,Y}K) (YO,Y~K-1-s) s (YO,Y~K-1-sfl) s-1
... f
T(YO,Y~K-2)[
I-A] -1E-1f2 } T(YO,Y~K-1 )[
I-A] -1E-1}1 ) ~
(V.2.48)
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Voor (K-1) ~ s gaat (V.2.47) over in:




( z ~Y ) - (T(Y ~Y
)I I-A) -lE-s } T (Y ~Y
)[ I-A]
-lEs-1 }








O fK-1-1 O tK-1




Zoals in het voorafgaande voor K- 1,2,3 kunnen de elementen van (V.2.45),
(V.2.~7), (V.2.~8) en (V.2.49) voor K~ 1 berekend worden met de formule van
Mason (IV.1.9).
De invloed van een exogene variabele loopt via de endogene variabeleti naar de
endogene variabelen in de toekomst. De invlqed van de exogene variabelen neemt
af indien (V.1.94) geldt.
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